Ebene Algebraische Kurven 11. Juli 2016

(5.4) Weitere Beispiele von birationalen Transformationen

Fixiere r Punkte: P;, P, Ps,...P. € P? und seien m, my, ms, ...m, die dazugehoerigen
Multiplizitaten. Es ergibt sich das Linearsystem:

Vi(miP,moPs,.....om,.P.) = {F € Clx, v, z]d‘multpi(F) > m;}

Fiir dieses gilt:

(d+1)(d+2)

dim(Vy) = 5

und mult, > m;

Es existieren lineare Bedingungen an die Koeffizienten von F'. Es handelt sich
also um einen linearen Raum.

Wenn die Bedingungnen linear unabhangig sind, ist

2

dim(Vy(mi Py, ..., m, B,)) = (dH)QM - Zl m(m2+1) = N (I)

Bemerkung Im Allgemeinen ist die Dimension nattirlich grofer!
Da wir eine birationale Abbildung entwickeln wollen, nehmen wir an, dass N = 3, sodass
Vd(mIPh ‘”7m7“Pr) = <F1, F27F3>

Dann erhalten wir eine Abbildung von P? --» P? mit p — (Fy(p) : Fo(p) : F3(p))
Auflerdem sollen zwei Systemkurven der Art AFy + puFy + vF3 = 0 nur einen
Schnittpunkt aufler der Basis haben.

=1+ m; (1)

i=1

Bemerkung Die Schnittmultipizitit zweier Kurven, die sich im Punkt P schneiden, ist
groflergleich dem Produkt der Multiplizitéten:



I(C,D,P) > mult,(C) - mult,;(D)

Und es gilt Gleichheit wenn C' und D keine gemeinsamen Tangenten in P haben.

Aus (I) und N = 3 folgt:

6= (d+1)(d+2)=> mi=> m
:d2+3d+2—2mi—2mi

zusammen mit
1) &> =14 _m;
erhalten wir:

6=3d+2—(d®—1)=> my

Durch Umstellen erhalten wir: 3d — 3 = >;_, m,.

d2—1:ZmZ2

erfullt ist.

Test fir d = 2:

3:Zm?

— eine Loesung ist: m; = my

:m3:1

Wir suchen also d, m; und r so, dass:

= Dies entspricht gerade der Cremona Transformation

Test fir d = 3:

6=> m; 211,11

SZZm?

4,1,1,1,1 alternative Schreibweise: V5(2', 1%)

= Vektorraum hat Dimension 3
= ebenfalls eine birationale Funktion



Test fir d = 4:

9=>"m; 3,1,1,1,1,1,1

15=>"m; 9,1,1,1,1,1,1 V3(3",1%
2,2,2.1,1,1
4,4,4,1,1,1 V3(23,1%)

= ebenfalls eine birationale Transoformation

Fird=5:

Vs(41,1%), V5(3",2%,1°), V5(2°)

Fiir beliebige d gilt allgemein:

Va((d —1)*,12%2) (Die Jonquiére’s Transformation)

d—12+2d—2=d"—1

Hier handelt es sich um nicht-triviale birationale Transformationen!

(5.5) Defekt

Cremona Transformation

- '

1
1

X 7%

Eine Kennzahl andert sich nicht!

Erinnerung

Sei p € C ein gewohnlicher m-fach Punkt
<

mault,;(C) = m, in P hat C m unterschiedliche singulére Tangenten!



A

o.k. Multiplizitdt = 2 nicht okay okay nicht okay

Definition (Cayley) Sei C C P? eine Kurve vom Grad d, mit nur gewohnlichen Singu-
laritaten Py, ... ,P, mit mult,,(C) = m;, dann ist:

AC) = (d—1)2(d—2) _i :

der sogenannte Defekt.

Bemerkung Wenn C glatt ist, gilt: A(C) = g(C) (Geschlecht)

Satz Sei ¢ eine birationale Transformation:

0: P? -5 P?
U U
c --» C

Angenommen C und C' haben nur gewShnlichen Singularititen, dann A(C) = A(C).

Beweis. Es reicht dies fiir eine einzige Cremona Transformation zu zeigen:

1. Fall: Die Basis Punkte der Transformation liegen nicht auf C und die
Verbindungsgeraden schneiden C transversal (keine Beruehrungspunkte).

Rechnung:




Durch Nachrechnen lasst sich zeigen, dass:

Qd-1)@d=2) 1 . g0 (d—1)2(d—2)

2 2
Allgemeiner Fall: Es seien Py, P,, P;3 Basispunkte der Cremona Transformation mit
multy, = m,.

Alle Muliplizitaten sind 2 —

Rechnung:

a0 - B0l )l D i)y
A - GAmmmme mma DR mmme =)y Ly

Die Singularitidten in den Basispunkten verschwinden!

A(C/):(cl—ml—mQ)(a;—ml—mg—l)
(d—mg—mg)(d—mg—mg—l)

2
(d—ml—mg)(d—ml—mg—l)

— 5 _Z

Durch Nachrechnen folgt: A(C') = A(C).

(5.6) Auf- und Runterblasen

Es sei V' ein beliebiger Vektorraum mit 0 € V. Auflerdem sei P(V') die Menge der

Ursprungsgeraden mit der Lénge |0P| mit P € V\{0} und der Raum aller Richtungen
in V bei 0.

Idee: Wir wollen den Punkt 0 durch die Menge aller Richtungen in 0 ersetzen:

(p,1) eV ={(p.)) eV xP(V)lp e}
1
pevVv



P = (P,|0P]), ein einziger Punkt

() = { P(V), wenn p=0

|

1>/

Beschreibung mit Koordinaten (Fall dimV = 2)

(u,v) = (u,uv)

v

C? C? C?
uF0:z=u r=uv
Y = uv y=u

’ T

v="2 v o= —

u )

Cs Mannigfaltigkeit tiberdeckt mit 2 Karten I, II:
v=z=uv uwndw=y=1u

’ ’ u u 1
=u =uw und v = = — =

o w v
Was ist der Nutzen dieser Abbildung? Einerseits werden wir sehen, dass die Cremona
Transformation zustande kommt in dem wir drei Punkte aufblasen und in andere Rich-
tung drei Kurven runterblasen (VL 14.07.2016). Man kann durch diese Transformation

leicht nachvollziehen was mit einer Kurve passiert!



(5.7) Total und strikt Transformierte einer Kurve
Sei f(x,y) = 0 die affine Gleichung einer Kurve aus der affinen Ebene C?
Totaltransformierte:

Karte I: f(u,uv) =0
Karte II: f(u'v',u') =0

Proposition Es ist
f(u, uv) = u™ f(u,v) fir ein f(u,v) € Clu,v]
fWv' u') = (u/)mf(u,,v/) fir ein f(ul,v/) e Clu', v
wobei m = mult,;(f).

Beispiel f = 2?2 —1?

Karte I: v* — u?0® = v* (1 — wv®) = f(u, uv)

;
Karte II: (u/, UI)Q — (ul)3 = (ul)2 ((U/)z - (U)I>
F' )

Definition Strikt Transformierte von f =0

Karte I: f(u,v)
Karte II: ?(ul,v/) =0

0

mit Singularitét ohne Singularitét



